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ПЛАСТИЧЕСКОЕ ДЕФ ОРМ ИРОВАНИЕ  
И НЕСУЩАЯ СПОСОБНОСТЬ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК  
С НАЧАЛЬНЫМИ НЕСОВЕРЩЕНСТВАМИ  
ПРИ КОМБИНИРОВАННОМ НАГРУЖЕНИИ
Тонкостенные системы с начальными несовершенст­
вами являются наиболее приемлемой моделью для изучения 
выпучивания за пределами упругости [1— 3].
Рассматривается поведение пластически деформируемых ци­
линдрических оболочек, имеющих отклонения от первоначальной 
круговой формы и начальные остаточные напряжения, в случае 
комбинированного нагружениЯ: осевой силой и поперечным, д ав ­
лением при конечных прогибах.
1. Система уравнений равновесия и деформационных соотно­
шений цилиндрических оболочек приводится к виду [4]
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где g — поперечная нагрузка, х, у  — координаты вдоль образую­
щей и по дуге, Гз— сдвиговое усилие, Мз— крутящий момент, 
ез— сдвиговая деформация, — начальный прогиб; осталь- 
. нЫе обозначения общепринятые.
К системе (1.1) применяется вариант метода последователь­
ных нагружений, который заключается в поэтапном нагружении 
системы и, в соответствии с этим, поэтапном изменении вели ­
чины прогиба W и функции напряжений F. Система нелинейных 
уравнений на каждом этапе нагружения сводится к системе л и ­
нейных уравнений относительно приращений прогиба A W  и 
функции напряжений ДЕ. Аналогичный подход применяется для 
решения некоторых задач деформирования без начальных не­
совершенств в [5, 6]. .
Пусть внешние нагрузки получили некоторое приращение 
АТ и Aq (Г—осевая сж имаю щ ая сила).
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Во избежание накопления погрешности решения величины 
АТ п Aq выбираются такими, чтобы производимое ими приращ е­
ние прогиба Д н е  превышало величины 0,1 Я  (Я —толщина обо­
лочки) .
В новом положении равновесия, обозначенном индексом 
«г», имеем
\Е, =  Г  +  Д Г ;  F / ^ F  +  AF] M, ^ , y =Mg A M y ,
е , , = е ,  +  Д + (Й = 1 ,2 ,Ё 1 ) .  ' (1.2)
Этб положение равновесия также описывается системой вида
(1.1), где вместо W, F, Ми и еь введены соотношения вида
(1.2). Вычитая из уравнений новой системы уравнения (1.1), 
пренебрегая произведениями малых величин Д1Е и AF,  полу­
чаем систему, .линейную относительно приращений AW  и АТ,
\  ^  +  2 4 | ^  +  ^ ^  =  Д ( Г + 1 Г о ,  АЕ )  +
+  Е(ДГ,  Е) +  ^ - ^  +  Дд;
52 Д е ,  , 5 2 Д£ 2  ,о + Д ез == — L ( Й 7 +  (Г®, Д 1Г )-
(1.3)
5 +  5x2 : дх ду
1 52 Д^Г
R 5х"
Если разбить внешнюю нагрузку на 5  этапов, то систему (1.3) 
'МОЖНО рассматривать как  линейную систему относительно прира­
щений AWi  и AFi  и на t-этапе нагружения, а величины W и F 
рассматривать как суммарный прогиб и суммарную функцию 
напряжений, достигнутые за предыдущие (i— 1) этапы нагруж е­
ния, .
t - i  t-i
W - - = ^ A W y ,  Е =
e==l е=1
Начальное отклонение от круговой формы W'® задается в ви­
де ряда [7, 8]. .
(X, у) =  2 ^  (х) ( fmn sin "1^)- (1-4)
где fmn, Umn— амплитудные значения изгибных составляющих 
начального прогиба; ^ „ ( х ) —ортогональные функции, удовлетво­
ряющие граничным условиям.
Методы построения рядов вида (1.4)-, например, по резуль­
татам, обмера реальных оболочек известны [9]. Решение систе­
мы (1.3) на t-этапе нагружения имеет вид
ДГг =  /о + Д  X,,  (X) ( / к  sin - f  - +  cos ^
Д т  ( ^ ) Sin +  COS
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- Af; a A qi R 2 .
2  ДО  2  ^  ‘
Величина 1*0 определяется из условия замкнутости оболочки
Чг.н
о
где V—тангенциальное смещение. .
Суммарный прогиб W  и функция напряжений F за предыду­
щие (г— 1) этапы нагружения определяются в виде
= / о  +  2 ^  Фт ( /  [ f m n  sin ^  COS g j ;
к )  ( Pmn Sin - g  +  K u ,  COS - g g A y i
fmn =  2  f g  ^  2 ^ 4 . ;  £  -= 2  A T«=1 ' e~, ....
i-1 i— 1 i-a-i
, Pmn — 2  Pmn’ dmn— 2  ? =  2  ‘̂ Pe-
e = \  г = !  c = j
2. Связь между приращениями внутренних усилий и момен­
тов и приращениями деформаций и кривизн в общем случае 
имеет вид ' »-
А Т  и — A/ll Аг) -f- A/i2 Asg +  А^з Asg-— Л м  Ак,  ̂—  А^г, Ахд —  Akc A'/g;
A M fi  =  B/t\ Asj-j-Bft2 А®|2 +  Bft3 Абд—-Bfti Axj—rBfta Дха — B / iqA v. .̂ (2.1)
( й =  1 , 2 , 3 ) .
Полагаем, что кривизна положительна, если выпуклость обра­
щена в сторону отрицательного направления оси z.
В ы раж ая приращения деформаций Де^ и моментов ДМц через 
приращения ДТй и  Axh, а такж е учитывая, что .
д г  - . л г  лор „ ФАР ,
л 52ДГ л + Д Г  . 5'2ДГA q =  ^ , - A v . g  =  - _  Д . з = - - ^ ,
из: системы (2.1) получим
. д^АР , 5 W ’ , 52 Д f  , 52Д Г  ,_ Ае* =  Ом +  Щд +  Ои +  Ом +
, ^ 5 W  . 5®ЛГ .
+  ф а т
. . .  , 5 " Д С ,  , 5"AF , ,  5 2 A f ,  . 52ДГ
АМд =  h i  ф  h2  +  bk3 Ф bki +  
тоь ?!А Г  , , d^AW+  bks - ^ 2  h Ом Q^Qy- (2.2)
( g =  1 , 2 , 3 ) .
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Коэффициенты аи, Ьы являются жесткостнымй характёристЦ* 
ками оболочки. Н иже они определены для теории течения с 
изотропным упрочнением и деформационной теории.
В общем случае, при подстановке (2.2) в (1.3) и разложении 
йы, Ьы в ряды Фурье (на каждом этапе нагружения они явл я­
ются функциями только координат), решение системы (1.3) ме­
тодом Бубнова-Галеркина приводит к системе алгебраических 
линейных уравнений относительно
fi ui rti hi
I m n ^  m n ^  3 r n n *  m n ’
Определяя суммарные значения W, F я жесткостнЫе х ар ак­
теристики в конце г'-го эдапа, перейдем к ( i + 1) этапу нагруж е­
ния. Д л я  решения на каждом этапе возможно применять метод 
переменных параметров упругости [ 10].
Опуская выкладки, приведем выражения для коэффициентов 
0 )1/ и Ьы-
011 =  (Л2аЛдз — Лд2 Лад) А~‘; +2 =  (Л1дЛз2 — Л^г Лдд) А“ ';
0x3 =  (Л12Л 23 — Л^з Л 22) А” '; 021 — (Л33 Лд^-—Л 21 Лдз) А 
Й22 — (Лц Л 33 — Л^з Лд1) А ~ /  — Л ц Л 23) А /  (2,4)
Пз1  — {Ail  Л 22 Л31) А /  Оз2~ ( Л 22 Лд  ̂ Ац Agi) А *,
Озз =  ( ЛцЛаа  — Л^2 Л 21) А“ ';
начиная с 1 =  4
Пк1 =  Ац йк, 1-^зФ Ai[ Qk, i - 2 -V Ад, щ, i-i',
bki — { В м фп ф Вк2 йц ф Вкз Ч3 1), ■ (/ =  1, 2, 3)'
начиная с / =  4 -
bkl =  Bkl Ou +  B*2 Ct2l -j- ВкЗ о.з; +  Вт  
А = а е 1 ] Л , Л ,  ( 4  s =  1, 2, 3).
Коэффициенты аы, Ьы получены для изотропной теории тече­
ния (с учетом сжимаемости в упругой области) и для деф орма­
ционной теории (с учетом сжимаемости в упругой и пластичес­
кой областях) . Ниже выписаны только коэффициенты по дефор­
мационной теории
3
«11 ■— «22 — т —— ; «12 ■— «21 =, — IV Иц;
ч (I — In
'  _   Ь =  /22 .
“ 36 —  “ зз Zl2 ’
/ '
«14 = « 2 5  =  — Ь ц  . =  баз = -------- 7 [Д О ’ ~  ~ 3 ~ \ k i ------- j 3 !
2 I F




t i '  ' а  ' о
2 - "2 ' ' ■ 2
/ i / =  . j Cj dz\- h j — j Cjidz]  / 3/ == J; Cj z* dz\
И // .,  Ki
2 ■ 2 2 ,
r _  q  (1 +  *») . _  q  (1 — 2+  , Z; , Oj .
~  {1 4 -  4ш) ' Я  i r + i + k ’ » “  ~ " 9 K  Ч ’
Z - \ '  ffj+a +  Z + B / ;
3 /C ( l  - f  4(й) ’ 3 (I —  2|x) Г
q  =  2̂; — v.i 2; q  =  sa — xa z ; q  =  2 (eg ~  Xg z) (2.4)
go — коэффициент Пуассона, соответствующий йреднему зна­
чению интенсивности деформаций. Все остальные аы, Ьы равны 
нулю. Д л я  однородного напряженного состояния коэффициенты 
йы, Ьы получены в [11].
Система уравнений (1.3) после подстановки ЛМь Дед запи­
шется в виде
Li  (ДЕ) + L a  ( Д Г / ~ 1  {W +  \Г», A F g - L  {AWp Е ) -
1 5 2  A Fi i  .
Eg (ДЕ+Ф L* (Д Г ,)  +  Е (W +  r « ,  Д Г + -Ь  Y -Y ^Y i= = 0 ,  (2.11)
где
4  (^ )  =  k a  + 3  +  2^ 33 +  b i i )  - g h r -  +
+  ( k 3  +  2 M j - | ^ + ( 2 d g , +  d a g ) g ^  +  2 ( ^ + - ^ ) x  -
Ф  9 , 0  /  Ahgx , d bs i  \  58 у , ^  д Ь ц  , dd a i  ,
-ДОДОх» дх ' V - T f ' J \ W ~ ~ E  " Y g ' n '
I дЬяз  I 5 & 3 3  \  58 9  , 0 / . 5fti3 5 &Э3 ДО3 3  д Ь ц  \ 58 if
' 5 x  5(/ J d x d y ' ^ '  \  ' d x  5;- , “r  d y  +  . Qy ) dx^  d y  '
/5^ bi2 , о d^baa d̂  bja \ d̂  9 - ■
П" I  5Л-8 n -  ^  d x  d y  "Г d y g  dx^  ti-
, d + u " ,  о  a"bgi , дЧц \  5-8 9 ,
' I ' l  d^2 5д5"У  5 j/8 n -
, /d"6i3 , o d " b 3 3  , d » b s 3 )  ЭДО . „  „
Eg (y) = f l 2 a - 4 ^  +  «ii - ^ ^  +  («12— 2a33 +  «2i) m g S y ^ — ^ -
+ ( о « - а д , - Й 5 + K . - 8 - . J  ^ +
7* 99
+  2  (





















дазз \ 53 













j 5х 5г/ •
5x3 
5 3  023
Оператор ЕаСф) получается из оператора Е / ф )  при замене 
на bhs, bh2 на Ь и ,  на Ъпг на а оператор £ 4 (9 ) получается из 
Ез(ф) при замене ан\  на аиь, «лг на а щ  оаз на оаз (Е = 1 , 2, 3).
3. Остаточные напряжения, возникающие после пластичес­
кого деформирования оболочки, учитываются соответствующим 
изменением коэффициентов Оа/, Ьы . Рассмотрим, например, воп­
рос об учете остаточных напряжений, получаемых при изготов­
лении оболочки из листа.
Имеется следующее распределение остаточных напряжений, 
самоуравновешенных в каждом сечении и интенсивности дефор­
маций, соответствующее началу пластического деформирования 
на участках а, р, у  (применена деформационная теория рс =  7 г. 
в (2 . 1 0 ) с, =  С2  =  Сз): .
2 / 2  
0 “ =  =  о, ——  XZ
V s  Ч  / 3  J
Е  (х— х /  Z,
(х — хД Z.
( Р ) - Я о < 2 < Я о -
3^=.. Е  ■''■а Z. / / =  +  +,-:|7|= ■-'о Z
(Т) Яо <  г < Я
И з Ч  Ч з
ХД £  (х— х /  г.
st =(7 / 3
( Х — Xfl) Z,
где X — кривизна изгиба оболочки по цилиндрической поверх­
ности, хо—остаточная кривизна после разгрузки, t u —интен­
сивность деформации, соответствующая началу пластических де- 
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формаций (до и з г и б а ) ,Я о =  Цт- —Л, у,
3 ^  * t ' -граница упругого ядра
по толщине оболочки, aj=icri(e<)— первоначальная зависимость 
между Oi и еь Введенная по (3.1) неоднородность напряженного 
состояния при упругом деформировании не оказывает никакого 
влияния и учитывается только при пластических деформациях.
Д л я  однородного состояния в предположении постоянства е/ 
на толщине подобные построения проведены ,в [12].
Зависимость между ц, и е/ по участкам а, р, у в процессе 
изгиба принимает вид ■ -
о?:
/ 3
Е Хд г ф  о,. —  Хп г
0J: =  XZ
у з
у з
Е (х — Хд) Z +  а, 2— 7 = г  Х„ ZУз  “
Следовательно, интегралы в (2.4) также разобьются на три 
части по соответствующим участкам
E i — kz +  Ki +  k i ’ h  — k f + k i  +  k i '  ' 4 :  =  4  + / |^ .+
Величины Ilf, / | / ,  / | /  определены для различных уча­
стков и различных вариантов пересечения зависимостей sf/ (г) 
и 8/ (г).
В частности, для участка у, если пересечение указанных з а ­
висимостей происходит на этом участке ,в двух точках, имеем 
я, -я „
/ т . =  J с и г ф Е ( И 2 - И 1 ) ф  f cTdz;
и  f j  я г/ 8Я  
■ 2












где Я ь  Яд—координаты точек пересечения зависимостей е /  (г)
и
На оснавании сказанного могут быть решены задачи плас­
тического. деформирования цилиндрических оболочек с началь­
ными несовершенствами (начальные прогибы и остаточные на­
пряжения) л построены поверхности равновесного состояния для
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параметров, характеризующих эти несовершенства, в простран­
стве действующих нагрузок.
При этом определяются комбинации нагрузок, соответствую­
щие потере несущей способности системы.
4. Рассмотрим шарнирно-опертую . оболочку с начальными 
прогибами при соотношениях деформационной теории. ■"
Ограничимся в разложениях функций W я F одним чле­
ном ряда
IF” =  / “ sin-£^» s i n I E  = / sin— sin
1-1 . VVyr  =  g sin -J-тех . nysin- qRR г У - 3 ^ -
функции, характеризующие жесткость оболочки, представим в 
виде
== а ‘ +  (ДО •— а ‘ ) sin" -=■
‘ И .  ̂ 11 п  L
sm" пу





= а sin - 7— sin
s« L
пу . Ьц =  b‘ sin ITX
sm"
Sin R
- Г  ДОЬц = ф + ( Я  - E ) s iA 14 ‘  ̂ 14 14
Й = = i  *) s i n " --7Ч  sin". se ' ae зв' L R
Верхние индексы означают, что величины, оа/, и Ьы. вычисляются 
в точках (0.0) и (L / 2 / к/? / 2п) соответственно.
Система (1.3) запишется в виде
i T - 3 +
+
Y  (6« Z g b '3 аб ав tl з6




V R ] + ) ’ + ) > “ »■ 
Решение системы (4.1 ) имеет, вид
Т о т -  [ ( т ) ‘ + ( - ф ) . ’ i r ] X
X +  (х) +(х)1 +
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2R
+ [ i  Ф - Ф  Е + к . \ Ш ’ [ т )
p = G f \
х [ + )
.̂ 1
-R
Z  +  ~2
' g  
' ( + )
X
‘ (До _ a ‘ ) -  +  43  ̂ 88 33 71 83
Коэффициенты аы, Ьы определены по (2.3). Проведено по­
строение поверхностей равновесного состояния для оболочки с 
параметрами R l L  =  5\ / ? / Я =  150; п =  10 
для различных начальных про­
гибов f°. При этом принята ди- 
агрцмма о — Вг с линейным уп­
рочнением (модуль Юнга Е =
=  7• 10® кг/мм", модуль упроч­
нения пластического участка 
El =  2,24 • 10® кг/мм®, предел те ­
кучести at— 17 кг/мм").
Д ля  расчета пластического 
состояния использован метод 
переменных параметров упру­
гости. В качестве критерия схо­
димости использовано условие, 
что разность амплитудных зн а ­
чений прогибов в ц и т] +  1 при­
ближениях не долж на превы­
шать наперед заданной малой величины |Д  — fr,+i |< 0 , 0 0 1 Я
Исчерпанию несущей способности системы в данном случае 
соответствует обращение в нуль знаменателя в выражении для 
f. Соответствующая этому случаю поверхность является предель­
ной. . ‘
На рис. 1 построена одна из поверхностей равновесного сос­
тояния 1 (штриховая линия) и предельная , поверхность 2 
(сплошная линия) в осях Р, Q, (где
P =  T h i H \  Q =  qRh,H-,  | о = / о / я ) .  -
Расчет проведен на ЭЦ ВМ  БЭСМ-4. Программа составлена 
на языке АЛГОЛ-60.
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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА 
ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО ДЕФОРМ ИРОВАНИЯ  
ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ
Предлагается численный метод расчета осесиммет­
ричного деформирования вязкопластической оболочки вращения 
с произвольным видом меридиана на основе вариационного 
принципа Илыошйна-Прагера [1, 2].
Рассмотрим оболочку, выполненную из материала, свойст-, 
ва которого описываются зависимостью [1]:
где îj Sijf — 2
1Q4
